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5. EL METODO DIRECTO DE LIAPUNOV

En esta ultima parte vamos a considerar un método directo para el estudio de la estabi-
lidad de un punto de equilibrio: el método de Liapunov debido a este matematico ruso. En
algunos casos el método de Liapunov nos permitira estudiar, mas alla de la estabilidad de
los puntos de equilibrio, el comportamiento asintético de las soluciones en casos en los que
no podemos concluir, en particular cuando uno de los autovalores del sistema linealizado
es 0 o tiene parte real nula. Como ejemplo estudiemos el sistema:

o' =y+ax(a® +y?)

y' = —z+ay(a® +y°).
Comprobamos que el inico punto de equilibrio del sistema es el origen. En efecto, supon-
gamos que ' = 0 e ¢y = 0 entonces tenemos que z'x + y'y = 0 pero multiplicando la
primera ecuacién por x, la segunda por y y sumando obtenemos que

(6) dz+y'y = alz® +y?)°

por lo que deducimos que z’x + 3’y = 0 implica que z = 0 e y = 0. Calculando la matriz
jacobiana en (0, 0) obtenemos
01
-1 0

=y
y = —u.

Los autovalores de la matriz jacobiana son ¢ y —i, luego el origen es un punto de equilibrio
estable para el sistema linealizado pero estamos ante un caso critico, autovalores con parte
real nula, que no permite equiparar el caso no lineal con el caso linealizado.

Para estudiar el comportamiento asintdtico de las soluciones en el entorno del origen
observemos que (6) equivale a

correspondiente al sistema lineal

(r?) = 2ar*
donde r? = 2% + y* = V(x,y). Luego, si a > 0 r? crece y si a < 0 r? decrece por lo que
podemos deducir que si @ > 0 el origen es inestable y si a < 0 el origen es estable, en
particular para o < 0 sera asintoticamente estable.
Consideremos el siguiente ejemplo procedente de la mecanica:

mz' +ve +kr=0

donde x representa el movimiento del centro de gravedad de un cuerpo de masa m > 0
sujeto a un muelle de rigidez” k > 0 moviendose en un medio de viscosidad v > 0. En este
caso el correspondiente sistema de primer orden es:
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En este caso el sistema es lineal y la matriz del sistema es

0 1
A= _k _v
m m

cuyo determinante es det(A) = k/m > 0 por lo que el tinico punto de equilibrio del
sistema es el origen, (0,0). En este caso la estabilidad se puede deducir del calculo de las
raices del polinomio caracteristico,

k
det(AyT) = N2+ Za+
m m

que son

—r V_22_4£ _

v _
m m? m

que seran reales o complejas conjugadas, segtin que v?/m? > 4k/m o que v*/m? < 4k/m,
ambas negativas o con parte real negativa, excepto en el caso v = 0 en el que los dos
autovalores tienen parte real nula (este corresponde a una vicosidad nula del medio es
decir que el medio no frena el movimiento). Es decir que si v*/m? > 4k/m tenemos dos
autovalores reales negativos distintos, luego el origen es un nodo estable; si v?/m? = 4k/m
tenemos un autovalor negativo doble, luego el origen es un punto estrella estable; si 0 <
v?/m? < 4k/m tenemos dos autovalores complejos conjugados con parte real negativa,
luego el origen es un foco estable; finalmente si ¥ = 0 el origen es un centro. En definitiva
para v > ( el origen es asintéticamente estable y para v = 0 es estable.

Estos resultados cualitativos pueden obtenerse del estudio directo. En el sistema la
energia cinética, E, y la energfa potencial, £, vienen dadas por

1 v 1
E.=-my* vy Ep:/ ksds =~k

2 0 2
luego la energia global seréd

1 1
E(z,y)=E.+ E, = §my2 + §kx2.

Es obvio que E es siempre positiva excepto en el origen donde alcanza el minimo 0. Si
derivamos la energia E(x,y) a lo largo de las trayectorias obtenemos:

B 00D _ OB 1, yieyerr) + g—ju(w, y(0))y (1)

k
= kxx' +myy = kxx' +my (——x - zy)
m- m

= —vy* <0.

Calculando la matriz hesiana de F
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constatamos que la funcién F es convexa luego sus curvas de nivel son curvas cerradas. En-
tonces para v = 0 tenemos trayectorias cerradas correspondientes a soluciones periodicas
luego el origen es estable. Para v > 0 se comprueba facilmente que

Slmy(02 + ke (t)? = Ba(0),y(0) =% 0

luego
t—o0

(z(t),y(t)) — (0,0).
Tanto la funcién V(z,y) = 2% + y? del primer ejemplo como la funcién E(z,y) =
my? + kx? del ejemplo anterior son funciones de Liapunov.
Consideremos un sistema auténomo plano definido por

x = f(x,y)
(7) { Y =g(z,y)

donde fy g € CY(Q; IR), siendo  un abierto conexo de IR%. Supondremos que el sistema
tiene un punto de equilibrio aislado. Sin que sea ninguna restriccién podemos suponer que
el punto de equilibrio es el origen (0,0). Si el punto critico es un punto (Z,y) distinto del
origen nos situamos en el origen mediante una translacion de coordenadas: © = x — T,
y =y — y. Por el mismo procedimiento siempre podemos considerar que el origen esta en
Q.

Sea O C Q un entorno del origen y sea E € C'(O;R). Consideremos un punto
(z0,70) € O y la trayectoria v(zo,yo) que pasa por ese punto. Sea (z(t),y(t)) una so-
lucién maximal del sistema (7) definida sobre un intervalo (o, w) que pasa por (o, o)
ent = 0: (2(0),y(0) = (zo,y0). Sea C = O N y(xo,yo) entonces definimos £ : ¢ +—
E(x(t),y(t)) = E(t) es una funcién de C' en cualquier t tal que (z(t),y(t)) € C, que
verifica:

¢_de ok, OF,
dt  Ox dy

®) OE , OF
=5 + o
Definicién 5.1. E es una funcion de Liapunov de (7) en un subconjunto S de O si

para todo (x,y) € S. E es una funcion de Liapunov estricta de (7) en un subconjunto S
de O si

VE-(f,g9) <0
para todo (x,y) € S que no sea punto de equilibrio.

Definicién 5.2. Sea un entorno O de (0,0) y sea E una funcion definida en O, con
E(0,0) = 0. Entonces

» E es semi-definida positiva si E(x,y) > 0 para todo (x,y) € O.

» E es definida positiva si E(x,y) > 0 para todo (z,y) € O, (z,y) # (0,0).
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v E es semi-definida negativa si E(x,y) <0 para todo (z,y) € O.
» F es definida negativa si E(x,y) < 0 para todo (x,y) € O, (x,y) # (0,0).
s F esindefinida si toma tanto valores positivos como negativos en cualquier entorno
de (0,0).
O]

Teorema 5.3. Consideremos el sistema (7) con un punto de equilibrio en el origen.

s Supongamos que E es una funcion de Liapunov para un entorno S del origen.
Entonces si E es definida positiva en S, el origen es un punto de equilibrio estable.

= Supongamos que E es una funcion de Liapunov estricta para un entorno S del
origen. Entonces si E es definida positiva en S, el origen es un punto de equilibrio
asintoticamente estable.



